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基于仿射点对应的分层重构

张淮峰　吴福朝　胡占义
(中国科学院自动化研究所模式识别国家重点实验室　北京　100080)

摘 　要 　提出了一种基于仿射点对应的分层重构方法 ,所谓仿射点对应是指相差一个仿射变换的两个空间点集的

图像对应. 该方法主要分为以下三个步骤 :首先 ,从点对应计算准仿射重构 ;然后 ,由仿射点对应的准仿射重构建立

一个三维射影变换 ,并利用这个射影变换的特征向量来确定无穷远平面 ,从而得到仿射重构 ;最后 ,从仿射重构所

获得的无穷远平面单应矩阵标定摄像机内参数 ,进而得到度量重构. 在上述三个步骤中 ,第二个步骤是最关键的 ,

即如何确定对应于无穷远平面的特征向量 ,这也是该文的新思想和主要贡献所在. 仿真和真实图像实验均表明 ,该

文的方法是有效的 ,并且有很好的鲁棒性.
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A Stratif ied Reconstruction Algorithm Based on Aff ine Point Correspondences
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Abstract 　 In t his paper , a new st ratified reconst ruction algorit hm is p roposed which is based on

affine point correspondences. The affine point correspondences here mean image correspondences

which are p rojected by two set s of space point s related by a general 3D affine t ransformation. The

proposed algorit hm consist s of t he following t hree main step s : First , t he quasi2affine reconst ruc2
tion is obtained f rom correspondences of image point s ; Second , t he 3D projective t ransformation

mat rix between t he two set s of quasi2affinely reconst ructed point s in t he first step is comp uted ,

t hen t he eigenvector which corresponds to t he plane at infinity is determined , by which t he quasi2
affine reconst ruction is upgraded to a t rue affine reconst ruction ; Third , t he camera int rinsic pa2
rameters are calibrated by means of the infinite homograp hy obtained in t he second step , and a

met ric reconst ruction is obtained. Among t he above t hree step s , t he key one is t he second step ,

i. e. , how to determine t he eigenvector corresponding to t he plane at infinity , and t hat is where

t he novelty and main cont ributions of t his paper lie. Experiment s on simulated data and on real

images confirm the robust ness of the new algorit hm.

Keywords 　 st ratified reconst ruction ; affine point correspondences ; plane at infinity ; p rojective

t ransformation ; affine reconst ruction ; Euclidean reconst ruction

1 　引　言

三维重构是计算机视觉研究的核心问题之一.

一般来说 ,度量重构 ( met ric reconst ruction) 可以通

过两种方法得到 : (1)已知场景中三维点的空间坐标

和对应的图像点 ,直接计算出摄像机投影矩阵[1 ,2 ] ,

由此得到场景的三维度量重构. 这种方法需要在场
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景中放置精密设计的定标块 ,从而限制了它的应用.

(2)自从 1992 年 Faugeras[3 ] 提出自定标的概念 ,分

层重构及自定标成为三维重构中最活跃的一个研究

领域 ,有许多学者提出了不同的分层重构算法[4～6 ] .

分层重构将重构分成以下三个层次 :射影重构、仿射

重构和度量重构 ,其中最困难的步骤是仿射重构. 仿

射重构的本质是求解无穷远平面在射影空间的表示
(或者简略地说 ,确定无穷远平面) . Pollefeys[4 ] 首先

利用模约束来确定无穷远平面 ,一般情况下模约束

需要求解一个三元四次方程组 ,由于数据噪声的影

响 ,这个三元四次方程组通常是不相容的 ,因此在数

值计算上往往归结为非线性优化问题 . 研究表明

模约束法对数据噪声极其敏感 . 为了简化计算 ,增

强算法的鲁棒性 ,人们尽可能地利用场景的几何

结构信息和摄像机的运动信息进行重构 ,例如基于

消隐点 (线) 的重构方法[7 ,8 ] ; St urm 和 Maybank[ 9 ]

给出的基于场景平面信息的重构算法 ; Fitzgibbon

和 Zisserman[10 ]给出的基于场景中独立运动物体的

重构方法 ; Horaud[11 ] 等给出的基于立体视觉平台
( stereo rig) 的三维重构方法 ,等等. 本文主要讨论

基于场景几何结构信息的三维重构方法.

在本文中 ,我们提出了一种基于仿射点对应的

分层重构方法. 该方法首先从点对应计算一种特殊

的射影重构 ———准仿射重构 ( quasi2affine recon2
st ruction) ;再根据仿射点对应的准仿射重构建立一

个三维射影变换 ,利用这个射影变换的特征向量来

确定无穷远平面 ,从而得到仿射重构 ;从仿射重构计

算出摄像机的内参数矩阵 ,最终得到度量重构. 在某

种程度上 ,仿射点对应是度量重构所需要的最起码

的几何结构信息 ,如前面所提到的基于消隐点 (线)

的重构、基于运动物体的重构、基于立体视觉平台的

重构以及基于镜面反射的重构、基于相似物体的重

构等等 ,都可以使用本文方法来实现. 所以本文所给

出的方法除理论价值外 ,还具有较大的实用价值.

本文第 2 节将给出仿射点对应的涵义并列出几

种仿射点对应的特例 ;第 3 节简要介绍准仿射重构 ;

第 4 节是本文的主要部分 ,着重讨论基于仿射点对

应的仿射重构理论及方法 ;第 5 节是度量重构 ;第 6

节是实验结果 ;最后一节是结束语.

2 　仿射点对应

如果两幅图像 ( I , I′) 间的两组点对应

x = { m1 , m2 , ⋯, mm } ∴ ′x = { m′1 , m′2 , ⋯, m′m } ,

y = { n1 , n2 , ⋯, nm } ∴ ′y = { n′1 , n′2 , ⋯, n′m }

满足下述性质 :点对应 x ∴ ′x 的空间点集 = { X1 ,

X2 , ⋯, Xm }与 y ∴ ′y的空间点集 = { Y1 , Y2 , ⋯, Ym }

之间相差一个仿射变换 ,即存在仿射变换

A =
B b

0T 1
,

使得 Yj = AX j , j = 1 ,2 , ⋯, m. 这里 , B 为任意非奇异

的 3 ×3 矩阵 , b 为任意三维向量 , 0 为三维零向量.

上式可简记为

= A (1)

我们称两组点对应 x ∴ ′x , y ∴ ′y为仿射点对应.

本文中 ,图像点 m 和空间点 X 都使用最后一个

元素归一化的齐次坐标 , 即 m = ( u v 1) T , X =

( x y z 1) T .

下面所陈述的一系列问题中均存在仿射点对

应 ,因此它们都可以用本文方法来解决.

相似物体 　已知两个相似物体的一组对应特征

点的图像 ,计算景物的度量重构. 因为物体 与 相

似 ,则必存在一个相似变换 S 使得

= S · =
sU u

0 T 1
(2)

这里 ,U 是 3 ×3 正交矩阵. 因此 ,两个相似物体 与

的任一组对应特征点的图像均构成仿射点对应.

镜面反射 　已知一个物体及其镜面反射在图像

中的投影 ,计算景物的度量重构[12 ,13 ] . 令 是物体

的镜面反射 ,则必存在一个反射变换 M 使得

= M · =
U u

0T 1
(3)

这里 ,U 是 3 ×3 反射变换矩阵. 因此 ,物体 与它的

镜面反射 的任一组对应特征点的图像都构成仿射

点对应.

运动物体 　已知运动物体在两个摄像机下不同

时刻的图像 (每个摄像机内参数不变且位置是固定

的) ,计算景物的度量重构. 令运动物体在时刻 1 关

于世界坐标系的表示为 ,在两个摄像机中所成的像

分别为 x , ′x ;在时刻 2 关于世界坐标系的表示为 ,

在两个摄像机中所成的像分别为 y , ′y . 由于物体在

两个时刻之间的运动是欧氏运动 ,即存在欧氏变换

E使得

= E· =
R t

0T 1
(4)

这里 , R 是 3 ×3 旋转矩阵. 因此 ,点对应 x ∴ ′x ,

y ∴ ′y 必为仿射点对应.

立体视觉平台 　假设立体视觉平台作一般刚体

运动 E ,从得到的图像计算景物的度量重构[11 ,14 ,15 ] .

这个问题与上面运动景物的重构问题是等价的. 因
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为立体视觉平台作一般刚体运动 E 所得到静止物

体的图像与其在固定的位置上景物作相对的刚体运

动所得到的图像是相同的.

三消隐点 　已知空间三个方向在图像中的消隐

点 ,计算度量重构问题[7 ,8 ] . 记 3 个方向的无穷远点

X1 = (VT
1 0) T , X2 = (VT

2 0) T , X3 = (V T
3 0) T在两幅

图像中的投影 (即消隐点) 分别为 m1 , m2 , m3 和 m′1 ,

m′2 , m′3 . 另取两幅图像的 4 个点对应{ m4 , m5 , m6 ,

m7 } ∴{ m′4 , m′5 , m′6 , m′7 } , 它们对应的空间点记为

{ X4 , X5 , X6 , X7 } . 令

x = { m1 , m2 , m3 , m4 , m5 } ∴ ′x

= { m′1 , m′2 , m′3 , m′4 , m′5 } ,

y = { m1 , m2 , m3 , m6 , m7 } ∴ ′y

= { m′1 , m′2 , m′3 , m′6 , m′7 } .

它们对应的两组空间点 = { X1 , X2 , X3 , X4 , X5 } 与

= { X1 , X2 , X3 , X6 , X7 } 所确定的三维射影变换是

一个仿射变换 ,因为这个射影变换将无穷远平面变

换为无穷远平面. 因此 x ∴ ′x , y ∴ ′y 是仿射点对

应.

3 　准仿射重构

准仿射重构是一种特殊的射影重构 , 它是由

Hartley[16 ] 首先引入的. 令无穷远平面在一个射影

重构空间中的坐标为πP
∞ ,如果三维空间点{ S j }的射

影重构{ S P
j }的凸包 hul l ({ S P

j } ) 都位于平面πP
∞的同

一侧 ,则称这个射影重构为准仿射重构. Hartley 指

出 ,任何一个射影重构都可以提升到准仿射重构. 这

里我们仅介绍准仿射重构算法 ,关于准仿射重构更

详细的讨论请参考文献[16～18 ].

给定 n 幅图像的点对应{ mi
j } ,令

P1 = ( I 0) , 　Pi = ( Hi e i ) , 　{ S P
j } ,

i = 2 ,3 , ⋯, n; j = 1 ,2 , ⋯, m (5)

是这 n 幅图像的一个射影重构. 其中 Pi是射影重构

空间中第 i 幅图像的摄像机投影矩阵 , S P
j 是点对应

{ mi
j }的射影重构. 关于从图像点对应计算射影重构

的算法见文献[17 ].

射影重构为准仿射重构的充要条件是式 (5) 中

的摄像机矩阵和空间点满足下述条件[16 ] :对所有的

i , j ,式 Pi S　̂ P
j = si

j m̂ i
j 中的射影深度 s i

j 有相同的符号 ,

这里 , Ŝ P
j 和 m̂ i

j表示最后一个元素为 1 的齐次坐标.

由文献[17 ]中结论 20116 ,我们可以通过求解一个

Cheiral 不等式得到准仿射重构.

4 　仿射重构

本节是本文的主体 ,主要讨论如何从仿射点对

应的准仿射重构计算无穷远平面的法向量 ,并讨论

了选择无穷远平面法向量的约束条件 ,由此将准仿

射重构提升为真正的仿射重构.

记由仿射点对应 x ∴ ′x , y ∴ ′y所得到的一个

准仿射重构为

P
qa
i i = 1 ,2 , ⋯, n , 　 qa = { X

qa
1 , X

qa
2 , ⋯, X

qa
m } ,

qa = { Y
qa
1 , Y

qa
2 , ⋯, Y

qa
m } (6)

其中 P
qa
i ( i = 1 ,2 , ⋯, n) 是准仿射重构的摄像机投影

矩阵 , qa , qa分别是物体 , 的准仿射重构.

如果在准仿射重构空间中 ,无穷远平面为πqa
∞ =

aT 1 T ,则可以得到一个仿射重构[8 ] :

Pa
1 = ( I 0) , Pa

i = P
qa
i

I 0

aT 1

- 1

= ( H
qa
i - e

qa
i a T e

qa
i ) ,

i = 2 ,3 , ⋯, n;

a≈
I 0

aT 1
qa = { Xa

1 , Xa
2 , ⋯, Xa

m } ,

a≈
I 0

aT 1
qa = { Ya

1 , Ya
2 , ⋯, Ya

m } .

这里 ,“≈”表示相差一个非零常数因子意义下的相

等 ,此符号在本文其它地方具有相同的含义. 因此为

了计算仿射重构 ,只需在准仿射重构空间中确定无

穷远平面πqa
∞ = ( aT 1) T .

4 . 1 　基本定理

考虑 , 的准仿射重构 qa = { X
qa
1 , X

qa
2 , ⋯,

X
qa
m } , qa = { Y

qa
1 , Y

qa
2 , ⋯, Y

qa
m } . 由对应关系 qa ∴ qa ,

当 m Ε 5 时可得到准仿射重构空间中的一个 (点) 射

影变换 HP ,即射影变换 HP使得 qa = HP
qa ,如果下

述严格等式成立 :

Y
qa
1 = HP X

qa
1 (7)

则变换矩阵 HP是唯一的 ,并记这个变换矩阵为 ĤP .

命题 1 (基本定理) . 　在准仿射重构空间中 ,无

穷远平面πqa
∞ = ( aT 1) T是矩阵 ĤT

P的正特征值对应

的特征向量.

证明. 　首先证明无穷远平面πqa
∞ = ( aT 1) T是

矩阵 ĤT
P的实特征值对应的特征向量.

由于 qa , qa与它们的真实物体 , 之间相差一

个三维 (点) 射影变换 ,即存在矩阵 Hep使得

≈ Hep
qa , 　 ≈ Hep

qa (8)

由式 (1) 和式 (8) ,可推知
qa≈ H - 1

e p ≈ H - 1
ep A ≈ H - 1

ep A H ep
qa ,
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结合式 (7) ,我们有

ĤP =μH - 1
ep A H ep (9)

其中μ是齐次变换的标量因子. 所以

Ĥ - T
P H T

ep =α·HT
ep A - T (10)

这里 ,α= 1/μ. 从式 (10) 可以看出 : v 为 A - T的特征

向量当且仅当 vP = HT
ep v 为 Ĥ - T

P 的特征向量 . 由三

维空间中的点与面对偶性 , A - T是三维空间中的一

个面变换 ,因此 A - T的特征向量 v 是它的一个不动

平面. 而 HT
ep表示从欧氏空间到准仿射重构空间的

一个面变换 ,所以 HT
ep 将欧氏空间中的平面 v 变换

到准仿射重构空间的平面 v P = HT
ep v. 由于 A 是仿射

变换 ,因此无穷远平面是 A - T 的一个不动平面 ,即

π∞ = (0T 1) T是 A - T的一个特征向量. 于是 ,πqa
∞≈

HT
epπ∞是 Ĥ - T

P 的一个实特征向量 ,这里 ,πqa
∞有形式

( aT 1) T ,它是无穷远平面在准仿射重构空间中的

表示. 由于 ĤT
P 和 Ĥ - T

P 有相同的特征向量 ,所以πqa
∞≈

HT
epπ∞也是 ĤT

P 的一个实特征向量.

其次 ,我们证明πqa
∞ = ( aT 1) T一定是 ĤT

P 的正

特征值对应的特征向量. 反证 :假定πqa
∞ = ( aT 1) T

是 ĤT
P 的负特征值对应的特征向量 ,即 ĤT

Pπqa
∞ =βπqa

∞ ,

β< 0 . 于是有

( aT 1) ĤP =β( aT 1) (11)

令 L ( s) = s X̂
qa
1 + (1 - s) Ŷ

qa
1 , 0 Φ s Φ1 是连接两点

X̂
qa
1 , Ŷ

qa
1 的直线段. 由式 (7) , (11) ,我们有

(πqa
∞) T ( s X̂

qa
1 + (1 - s) Ŷ

qa
1 )

= s ( aT 1) X̂
qa
1 + (1 - s) ( aT 1) Ŷ

qa
1

=
s
β ·( aT 1) Ĥp X̂

qa
1 + (1 - s) ( aT 1) Ŷ

qa
1

=
s
β + (1 - s) ( aT 1) Ŷ

qa
1 ,

取s =β/β- 1 ,则 0 < s < 1 且 (πqa
∞) T (s X̂

qa
1 + (1 - s) Ŷ

qa
1 )

= 0 ,所以 (πqa
∞) T X̂

qa
1 和 (πqa

∞) T Ŷ
qa
1 有相反的符号 ,因此

X̂
qa
1 , Ŷ

qa
1 位于无穷远平面πqa

∞ = ( aT 1) T的两侧 ,与

准仿射重构矛盾. 所以πqa
∞ = ( aT 1) T一定是 H

　̂T
P的

正特征值对应的特征向量. 证毕.

为了得到仿射重构 ,我们必须从 ĤT
P的所有的正

特征值对应的特征向量 vk = ( aT
k 1) T中确定出无穷

远平面πqa
∞. 下面我们将讨论唯一确定无穷远平面

πqa
∞的约束条件.

4 . 2 　唯一性约束

在讨论一般情况之前 ,我们先讨论 A 为相似变

换的情况 ,我们将看出 :在这种情况下 ,除了平面 (运

动) 变换外 ,均可以唯一确定准仿射重构空间中的无

穷远平面πqa
∞.

命题 2 . 　假定 A 是一个相似变换 S .

(1) 如果 S 不是一个平面 (运动) 欧氏变换 ,则可

以唯一确定无穷远平面πqa
∞ ;

(2) 如果 S 是一个平面 (运动) 欧氏变换 ,则无穷

远平面πqa
∞不能唯一确定.

证明. 　相似变换 S 可以表示为

S =
sU u

0T 1
,

其中 , s 是相似尺度因子 , U 是一个正交矩阵. 不难

计算

S - T =
s - 1 U 0

- s - 1 uTU 1
.

它有形如{ 1 ,εs - 1 , s - 1 e - iθ , s - 1 eiθ} 的特征值 ,其中 ,

ε= ±1 ,当 U 为旋转矩阵时 ,取正号 ;当 U 为反射矩

阵时 ,取负号. 容易验证无穷远平面π∞ = (0T 1) T

是 S - T的对应于特征值 1 的特征向量. 考虑变换

Ĥ - T
P =αH T

ep S - T H - T
e p (12)

其中 Ĥp , Hep的意义如前面所述.

(1) 当 s ≠1 时 , Ĥ - T
P 必有形如{α,αs - 1ε,αs - 1 e- iθ ,

αs - 1 eiθ}的特征值. 不难看出 Ĥ - T
P 关于特征值α的特

征向量 v P = ( aT 1) T是在准仿射重构空间中的无穷

远平面πqa
∞. 由于 ĤT

P 的特征值是 Ĥ - T
P 的特征值的共

轭倒数且对应的特征向量相同 , 所以 ĤT
P 有形如

{α- 1 ,α- 1 sε,α- 1 se - iθ ,α- 1 seiθ} 的特征值且对应于特

征值α- 1的特征向量 vP = ( aT 1) T是无穷远平面在

准仿射重构空间中的表示. 注意到α- 1 是其模与其

它三个特征值的模都不相等的唯一特征值. 因此在

这种情况下 ,我们可以唯一确定准仿射重构空间中

的无穷远平面πqa
∞.

(2) 当 s = 1 时 , S 是一个等距变换. 当 U 为旋转

矩阵时 , S 是一个欧氏变换 ;当 U 为反射矩阵时 , S

是反射变换 (如镜面反射) . 下面我们分 S 为欧氏变

换和反射变换两种情况来讨论.

①当 S 为欧氏变换时 , 它必有形如 { 1 , 1 , eiθ ,

e - iθ} 的特征值 , 因此 S - T 的特征值也是 { 1 , 1 , eiθ ,

e - iθ} . 若 S 为非平面 (运动) 变换 ,即 S 的平移向量不

与旋转轴正交的平面平行 ,则从附录中的引理及其
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注释可知无穷远平面π∞ = (0T 1) T是 S - T对应于二

重实特征值 1 的唯一的特征向量 ,此时 H　^ T
P有唯一的

实特征向量 vP = ( aT 1) T ,它是准仿射重构空间中

的无穷远平面πqa
∞ ; 若 S 为平面 (运动) 变换 ,即 S 的

平移向量与旋转轴正交的平面平行 ,则 S - T对应于

二重实特征值 1 有两个特征向量 ,从而 ĤT
P必有一个

正的二重特征值 ,且对应这个二重特征值有两个线

性无关的特征向量 ,因此对应于正二重特征值有二

维特征子空间. 所以 ,此时在准仿射空间中 ,我们不

能唯一确定无穷远平面πqa
∞.

②当 S 为反射变换时 ,它必有形如{ 1 , - 1 , eiθ ,

e - iθ}的特征值 ,因此 S - T的特征值也是{ 1 , - 1 , eiθ ,

e - iθ} . 因此 ĤT
P 仅有一个正的实特征值 ,根据命题 1 ,

我们可以唯一确定准仿射重构空间中的无穷远平面

πqa
∞. 证毕.

当 A 是仿射变换时 ,我们有下述命题.

命题 3 . 　如果仿射变换 A 满足下述条件之一 ,

则可以唯一确定无穷远平面πqa
∞ :

(1) 仅有一个实特征值 ,且对应的特征子空间的

维数为 1 ;

(2) 仅有一个正的和一个负的特征值 ,且对应的

特征子空间的维数等于 1 .

证明是非常容易的 ,因为上述任何一个条件都

能推出 ĤT
P 有唯一的正特征值对应的特征向量 ,根据

基本定理在准仿射重构空间中能唯一确定无穷远平

面πqa
∞.

对于一般的仿射变换 ,我们可以通过施加模约

束来确定无穷远平面πqa
∞.

模约束[10 ] . 　若所有摄像机的内参数相等 ,即

Ki = K( i = 1 ,2 , ⋯, n) ,则任何两个视点间的无穷远

平面的单应矩阵 ( Homograp hy) H∞的 3 个特征值

的模必相等.

令仿射重构的摄像机投影矩阵为

Pa
1 = ( I 0) , Pa

i = P
qa
i

I 0

aT 1

- 1

= ( H
qa
i - e

qa
i a T e

qa
i ) ,

i = 2 ,3 , ⋯, n ,

可知第 1 个视点与第 i 个视点间的无穷远平面的单

应矩阵所有可能解为

H1 i
k = ( H

qa
i - e

qa
i a T

k ) , i = 2 ,3 , ⋯, n (13)

其中 ak使得 ( aT
k 1) T是 Ĥ - T

P 的正特征值对应的特征

向量.

在通常的情况下 ,仅存在一个摄像机内参数矩

阵 K和一个唯一的 k 使得矩阵 H1 i
k 对每一个 i 都满

足模约束. 这样 ,我们可以通过验证矩阵 H1 i
k ( i = 2 ,

3 , ⋯, n) 的所有特征值的模是否相等来确定πqa
∞.

注. 模约束在这里只是简单的验证 ,不需要求

解三元四次方程组.

5 　度量重构

由上节 ,我们可以从 n 个视点的图像得到一个

仿射重构 :

Pa
1 = ( I 0) , Pa

i = ( H
qa
i - e

qa
i a T e

qa
i ) , { Sa

j } ,

i = 2 ,3 , ⋯, n; j = 1 ,2 , ⋯, m (14)

如果已知摄像机的内参数矩阵 K,则可以得到一个

度量重构[8 ] :

Pe
i = Pa

i

K 0

0T 1
, S j =

K - 1 0

0T 1
Sa

j ,

i = 1 ,2 , ⋯, n; j = 1 ,2 , ⋯, m (15)

因此为了计算度量重构 ,我们只需计算摄像机的内

参数矩阵 K.

记 C = ( K) - T ( K) - 1 ,它是摄像机关于绝对二次

曲线所成的图像 , 由仿射重构可以得到 C 的约束

方程 :

ηi C = ( H1 i
∞) - T C( H1 i

∞) - 1 , i = 2 ,3 , ⋯, n (16)

其中 H1 i
∞ = ( H

qa
i - e

qa
i a T ) 是第 1 与第 i 个视点间的无

穷远平面的单应矩阵. 对 H1 i归一化使得 det ( H1 i ) =

1 ,则ηi = 1 ,方程 (16) 就成为关于 C 的线性方程组 ,

通过解方程得到 C ,进而通过 Cholesky 分解得到摄

像机内参数矩阵 K.

注. 任意一个方程 (16) 对于 C 最多只能提供 4

个独立的约束 ,因此当摄像机为 5 参数模型时 ,至少

需要两个方程 (即三幅图像) 才能求解出 C 及摄像

机内参数矩阵 K.

总结以上各节讨论 ,基于仿射点对应的度量重

构算法概括如下.

算法 1 . 　从仿射点对应计算度量重构的算法.

目标 :

给定 n幅未标定的图像和点对应{ m i
j | i = 1 , 2 , ⋯, n;

j = 1 ,2 , ⋯, m} ,计算一个度量重构 ( Pe
i , { S e

j } ) ,其中在{ m i
j }

中存在仿射点对应.

算法 :

1. 计算射影重构 (请参考文献[17 ]p435) :

1. 1 由点对应{ mi
j }恢复射影摄像机矩阵 P1 = ( I 0) ,

Pi = ( Hi e i ) , i = 2 ,3 , ⋯, n;

1 . 2 计算点对应{ mi
j }的射影重构{ SP

j | j = 1 ,2 , ⋯, m} .

2. 计算准仿射重构 (详细过程见第 3 节) :

Pqa
i = Pi ( Hqa

δ ) - 1 = ( Hqa
i e qa

i ) , S qa
j ≈ Hqa

δ S P
j ,

17218 期 张淮峰等 : 基于仿射点对应的分层重构

© 1995-2006 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



i = 1 ,2 , ⋯, n; j = 1 ,2 , ⋯, m.

3 . 计算仿射重构 (详细过程见第 4 节) :

3 . 1 由仿射点对应的准仿射重构建立三维射影变

换 Ĥp ;

3 . 2 由 ĤT
P 的特征向量确定无穷远平面 πqa

∞ =

( aT 1) T ;

3 . 3 计算仿射重构 : P a
i = Pi H a

- 1 , S a
j ≈ Ha S qa

j ,其中

Ha =
I 0

aT 1
.

4 . 计算度量重构 (详细过程见本节) :

4 . 1 计算绝对二次曲线的像 C = ( K) - T ( K) - 1 ,并得

到摄像机内参数矩阵 K;

4 . 2 计算度量重构 : P e
i = P a

i H - 1
e , S e

j = He S a
j , 其中

He =
K 0

0 T 1
.

6 　实　验

6 . 1 　仿真实验

在仿真实验中 ,摄像机内参数矩阵的真实值为

K=

1000 0 . 1 512

0 1000 384

0 0 1

.

三个视点的位置分别是 :

(1) R1 = I3 ×3 , t1 = 03 ×1 ,即以第一个摄像机光心

为世界坐标系的原点 ;

(2) R2的旋转轴为 (0 . 316 , 0 . 949 , 0) T ,旋转角

为 -π/ 4 ,光心位置为 ( - 4 ,2 ,1) T ;

(3) R3 的旋转轴为 0 . 943 ,0 . 236 ,0 . 236 T , 旋

转角为π/ 4 ,光心位置为 (1 , - 6 . 5 , - 1) T .

空间物体 的点集定义如下 :令空间立方体为
( - 2 Φ x Φ2 , - 2 Φ y Φ2 ,3 Φ z Φ7) , 是由该立方体

三个相邻面上的格点所构成的空间点集 ,每个面上

有 25 个格点 ,如图 1 (a) , (c)所示.

空间物体 的点集是仿射变换 A =
B b

0T 1
作

用在 上的结果 (如图 1 (b)所示) ,其中矩阵 B 的元素

取 - 1 到 1 之间的随机数 ,适当选取 b 使得空间点

对于 3 个视点所成的像都在图像有效区域以内.

图 1 　原始空间点集示意图

图 2 　平行直线的仿射重构直线间夹角随噪声变化的标准差曲线

　　在实验中 ,图像大小取为 1024 ×768 像素 ,我们

对图像点坐标加均值为 0 ,均方差 (σ:噪声水平) 不同

的随机高斯噪声 ,每个噪声水平上进行 100 次随机实

验 ,实验目的是验证本文方法的有效性与鲁棒性.

6 . 1 . 1 　仿射重构的平行性质

由于保持直线的平行性是仿射重构的本质特

征 ,因此我们使用直线的平行性作为检验指标来考

察本文所提出的仿射重构方法的有效性和鲁棒性.

从立方体每个面上的两个方向 (图 1 (c) 中实线

方向和虚线方向) 可以得到两组平行直线 , 3 个面共

有 6 组平行直线 ,表 1 给出了仿射重构直线间夹角

的均值 ,图 2 是仿射重构直线间夹角随噪声变化的

2721 计 　　算 　　机 　　学 　　报 2005 年

© 1995-2006 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



标准差曲线. 从实验结果可以看出 :即使在 115 个像

素的噪声水平下 ,每组平行直线的仿射重构直线间

夹角的均值仍不超过 1°,标准差也在 1°以下 ,这表

明本文的仿射重构方法是有效的并且有相当好的

精度.

表 1 　平行直线的仿射重构直线间的夹角的均值

噪声水平 θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6

0. 1 0. 0267 0. 0310 0. 0227 0. 0440 0. 0319 0. 0593
0. 2 0. 0536 0. 0649 0. 0430 0. 0843 0. 0608 0. 1105
0. 5 0. 1360 0. 1538 0. 1197 0. 2275 0. 1461 0. 3067

0. 8 0. 2275 0. 2135 0. 1868 0. 3164 0. 2226 0. 3973
1. 0 0. 3224 0. 3384 0. 2526 0. 4333 0. 2975 0. 6153
1. 2 0. 4003 0. 3687 0. 3078 0. 5402 0. 3581 0. 7303
1. 5 0. 5457 0. 4772 0. 3691 0. 6667 0. 4472 0. 8403

6 . 1 . 2 　度量重构的垂直性质

度量重构的一个重要性质是所谓的“保角特

性”,即在原始的欧氏空间中相互垂直的直线 ,在度

量重构空间中也应当是垂直的. 这里 ,我们考察实线

和虚线两个方向的直线得到的度量重构是否垂直.

表 2 中 ,θ1 ,θ2 ,θ3是 3 个平面上的垂直直线的度量重

构之间夹角的平均值. 另外 ,我们还考察了立方体 3

个相互垂直平面的度量重构平面之间的夹角 ,表 2

中 ,θ4 ,θ5 ,θ6是实验结果. 从表 2 和图 3 可以看出 ,即

使噪声增加到 1 . 5 个像素时 , 仍能很好地保持垂

直性.

表 2 　垂直直线及平面的度量重构的夹角

噪声水平 θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6

0. 1 89. 9943 90. 0024 89. 9763 89. 9969 89. 9974 89. 9977
0. 2 89. 9747 90. 0271 89. 9777 89. 9874 89. 9988 89. 9923
0. 5 89. 9818 90. 0469 89. 9923 90. 0053 90. 0326 89. 9232

0. 8 90. 0036 90. 1156 89. 9519 90. 2743 89. 8918 90. 0883
1. 0 90. 1265 90. 1419 90. 1012 90. 2671 89. 7877 90. 0707
1. 2 89. 8902 90. 3617 89. 7214 90. 4566 89. 8969 90. 0144
1. 5 89. 8165 90. 5684 89. 8293 90. 4453 89. 4772 90. 1434

图 　3

6 . 1 . 3 　标定摄像机内参数

考察分层重构的另一个重要指标是摄像机内参

数 ,因为仿射重构的精度直接影响摄像机内参数的

计算精度 ,而度量重构的精度密切依赖于摄像机内

参数的计算精度. 在实验中我们将度量重构过程中

所获得的摄像机内参数与它的真实值进行比较.

在不同的噪声水平下 ,进行 100 次随机实验所

得到的各个内参数均值见表 3 ;图 4 给出了内参数

随不同噪声变化的标准差曲线 ,从中可以看出 ,本文

算法具有很好的鲁棒性.

表 3 　不同噪声水平下的内参数均值

噪声水平 f u f v u0 v0 s

0 . 1 1000 . 0 999 . 8 512 . 2 384 . 0 1 . 32
0 . 2 1000 . 0 1000 . 4 511 . 7 384 . 2 2 . 56
0 . 5 1000 . 1 1001 . 3 510 . 8 383 . 6 6 . 96
0 . 8 1000 . 6 999 . 6 512 . 8 383 . 6 11 . 12
1 . 0 999 . 6 1002 . 4 511 . 7 383 . 9 12 . 38
1 . 2 999 . 3 1003 . 6 514 . 3 387 . 2 17 . 64
1 . 5 1001 . 2 1006 . 1 512 . 5 385 . 3 19 . 69

6 . 2 　真实图像实验

真实图像实验中的三幅图像 (如图 5 所示) 来自

Nikon Cool Pix990 数码相机 , 图像大小为 1024 ×

768 ,拍摄过程中保持摄像机内参数不变. 场景中存

在两个物体 ,其中一个是由正方形格子构成表面的

定标块 ,另一个是由长方形格子构成表面的长方体 ,

两个物体间相差一个仿射变换.

使用本文方法 ,无穷远平面在准仿射重构空间

中的坐标为πqa
∞ = (0 . 0025 - 0 . 0006 3 . 2005 1) ,

第 1 幅图像与第 2 幅图像、第 1 幅图像与第 3 幅图

像间的无穷远平面的单应矩阵分别为

H12
∞ =

0 . 6942 - 0 . 2301 892 . 3429

0 . 1521 0 . 9841 - 64 . 8883

- 0 . 0003 0 . 0001 1 　 　

,

H13
∞ =

0 . 9987 0 . 0289 421 . 4300

0 . 1279 1 . 1480 - 647 . 5093

- 0 . 0001 0 . 0002 1 　 　

.
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图 4 　内参数标准差随噪声变化曲线

图 5 　三幅原始图像

图 6 　仿射重构的三维点集在不同视点下的图示

　　由无穷远平面πqa
∞ ,利用本文算法可以计算物体

的仿射重构. 图 6 是仿射重构的三维点集在两个视点

下的图示 ,可以看出 ,平行性质得到了很好的保持.

由上述无穷远平面的单应矩阵解出的摄像机内

参数矩阵为

K=

1572 . 7 - 26 . 8 506 . 8

0 1598 . 0 425 . 4

0 0 1

.

度量重构得到的两个物体上两个面之间的夹角
分别是 8913°和 8813°,每个面内垂直方向的直线间

的夹角分别为 8716°, 8913°, 8717°和 8911°,都比较
接近 90°. 另外定标块表面的正方形格子重构后的

平均相对长度为 010120 和 010116 ,二者之比也接
近于 1 ,因此重构后的物体较好地恢复了场景的度

量性质 ,这表明本文的算法对真实图像也是有效的.

图 7 给出了物体的度量重构在不同视点下的结果.
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图 7 　度量重构的三维点集在不同视点下的图示

7 　结束语

本文给出了一种基于仿射点对应的分层重构方
法. 该方法首先从点对应计算射影重构和准仿射重

构 ;再根据仿射点对应的准仿射重构建立一个三维
射影变换 ,由这个射影变换的正特征值对应的特征

向量来确定无穷远平面 ,从而得到仿射重构 ;最后从
仿射重构计算出摄像机的内参数矩阵 ,进而得到度

量重构. 仿真和真实图像实验表明 ,本文的算法具有
很好的鲁棒性和稳定性 ,而算法的鲁棒性的理论分

析将是进一步工作的重点.
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附 　录

引理 1 . 　设 E是一个欧氏变换 ,则正交于旋转轴的平
面上的两个圆环点是 E 的两个不动点 ,它们是 E 的共轭复
特征值对应的特征向量 ;旋转轴方向是 E 的另一个不动点 ,

它是 E的特征值 1 对应的特征向量. 如果 E 为非平面欧氏
运动 , E仅有上述 3 个不动点 ; 如果 E 为平面运动 ,则 E 的
特征值 1 对应的特征向量构成一个二维子空间.

证明. 　欧氏变换

E =
R t

0 T 1

的不动点由 E的特征向量所确定. 下面我们考虑欧氏变换 E

的特征向量. 由于 det ( s I 4 ×4 - E) = ( s - 1) det ( s I 3 ×3 - R) ,所
以 E的特征值必为{ eiθ , e - iθ ,1 , 1} ,其中θ是 R 的旋转角 . 显
然 , E有如下 3 个线性无关的特征向量 :

E1 = ( i T
R 0) T , 　E2 = ( i

- T
R 0) T , 　E3 = ( aT

R 0) T ,

其中 , iR , i
-

R是 R 的共轭复特征值对应的特征向量 , E1 , E2 表
示与旋转轴正交的平面上的两个圆环点 ; aR是 R 的特征值 1

对应的特征向量 , 表示 R 的旋转轴 , 所以 E3 是旋转轴的
方向.

若 E是一个平面运动 ,则 aT
R t = 0 ,由于 RT aR = R - 1 aR =

aR ,所以 aT
R ( I - R) = aT

R - aT
R R = aT

R - aT
R = 0 ,综合上述两式可

得 aT
R I - R t = 0 ,故

rank
I - R - t

0 T 0
= 2

因此 , E的特征值 1 对应的特征向量构成一个二维子空间.

反之 ,如果 E的特征值 1 对应的特征向量构成一个二维
子空间 ,则必然有另外的特征向量 E4有形式 E4 = ( xT 1) T .

于是从
R t

0 T 1

x

1
=

x

1

可知 ( I - R) x = t ,因此 aT
R t = aT

R ( I - R) x = aT
R x - aT

R Rx =

aT
R x - aT

R x = 0 ,这表示平移向量 t 在与旋转轴正交的平面上 ,

即 E是一个平面运动. 证毕.

注 . 对于欧氏运动变换 E ,其特征值是{ 1 , 1 , eiθ , e - iθ} ,

显然 E和 E - T的特征值也是{ 1 , 1 , eiθ , e - iθ} . 由引理可知 ,当
E为非平面运动时 ,其特征值 1 对应的特征向量子空间是

一维的 ,即 rank
R - I t

0 T 0
= 3 ,对于 ET =

RT 0

tT 1
,由于

rank
RT - I 0

tT 0
= 3 ,故其特征值 1 对应的特征向量子空间

也是一维的 ,又因为对应于特征值 1 , ET和 E - T具有相同的
特征向量 ,所以 E - T对应于特征值 1 的特征向量子空间也是

一维的. 类似的 ,当 E为平面运动时 , rank
R - I t

0 T 0
= 2 ,相

应地 , rank
RT - I 0

tT 0
= 2 , ET的特征值 1 对应的特征向量

子空间也是二维的 ,从而 E - T对应于特征值 1 的特征向量子
空间也是二维的.
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Background

The work in this paper is part of the project“3D Recon2
struction and Image Retrieval by 3D Features”. 3D Recon2
struction , which means getting the 3D structure of object from

its 2D images , is the most fundamental and important problem

in computer vision. The group has focused on this subject for

several years. The authors have more than 100 papers pub2
lished in high level international journal , national journal and

international conference. The main component of 3D recon2
struction includes image matching , camera calibrating , recon2
structing 3D points , triangulation and texture mapping. In this

paper , the authors proposed a new stratified reconstruction al2
gorithm , which deals with the 3D reconstruction problem in

three main steps. First , the quasi2affine reconstruction is ob2
tained from correspondences of image points ; Second , the 3D

projective transformation matrix between the two sets of quasi2
affinely reconstructed points in the first step is computed , then

the eigenvector which corresponds to the plane at infinity is de2
termined , by which the quasi2affine reconstruction is upgraded

to a true affine reconstruction ; Third , the camera intrinsic pa2
rameters are calibrated by means of the infinite homography

obtained in the second step , and a metric reconstruction is ob2
tained. Through these three steps , a robust reconstruction al2
gorithm can be obtained. Experiments on simulated data and

on real images confirm the robustness of the new algorithm.
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